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sonra ise sirasiyla 1SO(11) , 1SO(L,2) ve I1SO(1,3) grup ve cebirleri tantilarak,

Poincaré cebirlerinin asikar olmayan bir genislemesinin elde edilmesi amaglanmistir. Bu
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makalesindeki cebirsel yaklasim kullanilarak iSO(l,l)cebirinin asikar olmayan bir
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ABSTRACT

POINCARE GROUPS AND ALGEBRAS
Ozge HIDIRLAR
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MSc. Thesis
Adviser: Yard. Dog. Dr. Yasemen UCAN

In this study, we emphasized the importance of Poincaré groups and algebras in
Physics, then respectively, introduce 1SO(1,1) , 1SO(1,2) and ISO(1,3) groups and

algebras and we aimed to obtain a nontrivial expansion of Poincaré algebra. In this
context, we aim is to obtain super and fractional supersymmetric algebra. We created

a nontrivial expantion of iso(l,l) for n=3 and N =2 by using algebratic approach

in [3] and we denoted this algebra by using U? (iso(l,l)).

Keywords: Fractional, supersymmetric, Lie algebra.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Fiziksel sistemlerin Ozelliklerinin anlasilmasinda, cebirsel yapilarla birlestirilen simetri
kavrami 6nem kazanmistir. Onlarin siniflandiriimasinda oldugu kadar, mimkiin
matematiksel yapilarinin belirlenmesi fizik kurallarinin daha iyi anlasiimasini
saglamistir. Ornegin, elementer parcaciklar ve onlar arasindaki etkilesmelerin 6zellikleri
Lie cebirleri sayesinde ¢ok iyi anlasiimistir. Bundan bagka, slipersimetrinin kesfi
matematik ve teorik fizikte merkez durumuna gelen siliper Lie cebirleri kavraminin
dogmasina sebep olmustur. Bu alanda yapilan ¢alismalarin sonucunda slipersimetrinin
de Uzerinde giden simetrilere rastlaniimis ve bu simetriler Kesirsel (Fractional)
sipersimetri ile adlandirilmis ve cebirsel yapi altinda kesirsel Lie cebirleri olarak
isimlendirilmiglerdir.

Yasadigimiz Minkowski uzayinin (uzay zamanin) geometrisi, Poincaré grubu ile
tanimlanir. Bu grup, Lorentz grubunun vektor temsili ile genisletilmis grubudur. Uzay
zamanda Poincaré simetrileri; 6telemeler (yer degistirmeler), uzaydaki donmeler ve
itmeden olusmaktadir. Son iki simetri birlikte Lorentz grubunu olustururlar. Lie
grubunun bu Uretecleri Poincaré Uretecleri olarak adlandirilir. Uzay zamanda bu simetri
cesitlerini calismak ilging olmustur. Kesirsel slpersimetride Poincaré grup ve
cebirlerinin asikdr olmayan genislemelerini elde etmek icin kesirsel (Fractional)
sipersimetrik genellemeleri farkli yollarla incelenip yapilmistir [7],[8]. Kesirsel
stipercebirler ilk olarak [1],[2] de tanitilan S, invaryant formlari tizerine kuruldu. Daha

sonra bu olusum Hopf cebri sartlarinda verildi [3]. Bunu yapmak icin bircok sebep
vardi. Slpercebirlerin formilasyonunda geometrik [10] veya cebirsel [11] yaklasimlar
mevcuttur. Kesirsel (Fractional) slipercebirler icin geometrik yaklasimlarin yetersiz
oldugu goriilmis bu sebepten [3] makalesindeki cebirsel yaklasim kullanilarak kesirsel
sipersimetrilerden dualite ile Kesirsel stiper gruplari olusturmak mimkin olmustur.

Slpersimetrik teoride, Poincaré cebirinin genislemeleri 6telemelerin karekokiinden
elde edilmisti [6] ve [7] nolu makalelerde daha yiksek mertebeden koklerden yeni
cebirler elde edilmis ve bu makaleden elde edilen sonuclar Ozetlenerek, kesirsel
(Fractional) slipersimetrinin dort boyuttaki olusumu ve Poincaré cebirinin cebirsel
genislemesi (zerine bazi sonuclar [7] makalesinde verilmistir. [8] makalesinde 3.



mertebeden Lie cebirlerinin siniflamasinda dort boyutta iSO(1,3) Poincaré cebiri goz

Oonine alinmis ve uzay zaman Otelemeleri degismeli Uretecler oldugundan Poincaré
cebirinin  mimkin bircok genislemesi, slpercebirlerin buziilme (contraction)
teorisinden gorilebilmistir [7].

1.2 Tezin Amaci

Poincaré grup ve cebirleri ile ilgili literatlir arastirmalari yaparak, kesirsel siipersimetrik
genellemeleri incelemek ve [3] makalesindeki yaklagimi kullanilmak suretiyle S,

invaryant (degismez) formu lzerine kurulan iki boyutlu kesirsel stipersimetrik Poincaré
cebirini Hopf cebiri formiilasyonunda olusturmayi amagladik.

1.3 Hipotez

Tez galismasinin igerigi asagidaki gibidir:
2.Bolimde; iki, li¢ ve dort boyutta Poincaré grup ve cebirleri tanitildi.

3.Bolimde; [3] makalesindeki sliper ve kesirsel (Fractional) slipersimetrik cebirler ile
ilgili tanim ve sonuglari Ozetleyip, iki boyutlu kesirsel (Fractional) slpersimetrik
Poincaré cebirini n=3 ve N =2 icin elde edildi ve bu cebir U32 (iso(l,l)) semboli ile
gosterildi.



BOLUM 2

POINCARE GRUP VE CEBIRLERI

2.1 Poincare Grup ve Cebiri

Poincare grubu 1SO(1,d) , d +1 boyutlu Minkowski uzay zamanin izometri grubudur.

Klasik durumda 1SO(1,3) dir. R* ‘te Minkowski metrigini koruyan dénusimlerin

grubudur.

4 boyutlu Minkowski uzayinin (uzay zamanin) metrik matrisi

ve uzaydaki koordinatlar x:(x") , (K=O,l, 2,3) olmak Uzere bu uzayda iki teget

vektor arasinda skaler carpim

(Emy=>"0,En" =&,

ile tanimlanir.

Poincare donistimleri

K

X* — X" =ax" +b"

lineer doniisiiminde ortaya ¢ikan (A, B) elemanlarinin olusturdugu



iL={(AB)| A"gA=g}
kiimesi ile gosterilir. Bu kiime Uzerindeki islem

(A.B)(A:B,)=(AA, AB, +8B,)

ile tanimlanir ve bu kiime tizerindeki bu islem ile bir grup olusturur. Bu gruba; Poincaré

grubu ve grup islemine de semi-direkt (yari-dogru) ¢arpim denir. Bu grubun;

Birim elemani; (1,0) ,

Ters elemani; (A, B)_1 = (A’l,—A’lB)

1
dir. Poincaré grubu igin Ed(d +1) bagintisi ile Ureteglerinin sayisi belirlenir. Kisaca,

Poincaré grubu uzay zaman oOtelemeleri ve Lorentz dontslimlerinin olusturdugu

gruplarin semi-direkt (yari-dogru) ¢arpimidir.

Poincaré gruplarini boyutlarina gore soyle siralayabiliriz;

ISO(L1) iki boyutlu Poincaré grubu
1ISO(1,2) Ug boyutlu Poincaré grubu

ISO(1,3) Dért boyutlu Poincaré grubu
Ve bu gruplar igin

1SO(11) > SO(1,1) > SO(1)

1SO(1,2) ©S0(1,2) > SO(3)

1SO(1,3) ©S0(1,3) ©S0(3) > SO(2)
iliskisi gecerlidir.

Bu gruplara ait cebirler de ;



iso(L1)— 2 Boyutlu Poincaré cebiri

is0(1,2)— 3 Boyutlu Poincaré cebiri
is0(1,3)— 4 Boyutlu Poincaré cebiri

seklindedir.

2.2 iki Boyutlu Poincare Grup ve Cebiri: 1SO(1,1) ve iso(1,1)
R? de, O(l,l) grubu;
ot -1

kuadratik formunu invaryant birakan doénisiimlerin (Lorentz doniisimlerinin) matris

grubudur. Determinanti bir olan matrislerin grubu da SO(l,l) ile gosterilir ve

SO(11)cO(L1)

dir. Bu grubun metrik matrisi

1 0
gKV: O _

dir. iki boyutlu Poincaré grubu I1SO(L1); SO(11) Lorentz grubu ile R* deki

Otelemelerin olusturdugu matris grubunun semi direkt carpimi olarak tanimlanir ve
ISO(l,l) = SO(1,1)®T2
sembolii ile gosterilir. Bu grubun tipik elemani

(o< @y, a, <oo;—o < @ <o) olmak Uzere;

g= 9((!’,31132): g((p,a) veya



_[# a
seklindedir. Grup Gzerindeki ¢arpim

g(ma)9(ea,)=9(ne.a +9a,)
ile tanimlanir.

Bu grubun bir parametrik alt gruplari;
9(0,t,0) , g(0,0,t) , g(¢,0,0) veya
cosheg sinhg O

00
0 t|,g(t)=|sinhg coshy O
0 0

0 0 t 0
0(t)={0 0 0|, g(t)=|0
0 0O 0 0 0 1

seklinde gosterilir. Bu matrislere karsi gelen teget matrisler de

bicimindedir. Bu cebirin kom{itasyon bagintilari;
[a.2,]=0 , [a,a]=-a , [a.a]=4,

olarak bulunur.

a, ve a, ninyerine daha geleneksel olan gosterimi kullandigimizda
P=a-a, , P=a+a, , H=a,
igin, 1— parametrik alt grup;

9(0,t,-t) , g(0t,1)

olur. iSO(l,l) cebiri icin komutasyon bagintilari [4]



[P.H]=P., [P.H]=-P , [P.P]=0

+! + +1 7 =

dir.

2.3 Ug Boyutlu Poincaré Grup ve Cebiri: 1SO(1,2) ve iso(1,2)

X =X =% =1

kuadratik formunu invaryant birakan dénistiimlerin olusturdugu grup ”0(1,2) Lorentz

grubu” ve determinanti 1 olan matrislerin olugturdugu grup “SO(1,2) proper Lorentz

grubu” olarak adlandirilir.

Bu grubun 1-parametrik alt gruplari;

1 0 0 cosht sinht O cosha 0 sinhea
0,=|0 cosy -siny |, g,=|sinht cosht 0| veg,=| O 1 0
0 siny cosy 0 0 1 sinha 0 cosha

dir. Bu cebirin Lie cebiri elemanlari;

; 00 0
Izszgz_; d923 =0 0 -1},
Vo 101 0
| 010
1 dg
|12:9121 dtlz t—O_(:; 8 8 )
; 0 01
“0 1100

dir ve komitasyon bagintilari

[|12’ |13]:_|23 ,

[|23' |12]: I13 ,



[|23' |12]: I13

seklindedir. R® deki degisimleri sirasiyla

t —(t,0,0) =exptP,

ile gosterirsek, P,P, ve P, , R® {in bir bazi (taban) olacak ve sagladg komiitasyon

bagintilar

[R.R,]=0,[P.R]=0 ve[P,R]=0

dir. Ug¢ boyutlu Poincaré grubu; SO(1,2) ve R® in semi-direkt carpimidir ve

1SO(1,2)=SO(1,2)®R®

seklinde gosterilir. Bu grubun herhangi bir g € 1ISO(1,2) tipik elemani
A g

formundadir dyle ki

AeSO(L2) ve £eR?

dur. Semi-direkt ¢arpim grubunun cebiri; semi-direkt ¢carpimi yapilan iki alt grubun

cebirlerinin direkt toplamidir. Buna gére is0(1,2) cebiri;

00 0 O 0100 0010
J_o -1 0 J_lOOO J_oooo
101 0 o “ 1000 o0’ “ 11000
0 00 0000 10 0 0 O]
0001 0000 [0 0 0 0]
F)l:oooo’ F)220001’ F)3:oooo
0000 0000 0001
0000 0000 0 0 0 O]
icin



[J23'J12]:J13 ’ [‘]23"]13]:_‘]12 , [‘JlZ"]l3]:_‘]23

[Pll\]ls]:_Ps ’ [PZ,J13]=0 , [P3"]13]:_P1
Bl Bden . (R0
[Pl"]zs]zo ' [P21‘]23]:_P3 , [Pa,st]:_Pz

komutasyon bagintilarini gercekler.

2.4 Dért Boyutlu Poincare Grup ve Cebiri: 1SO(1,3) , iso(1,3)

2 2 2 2 1

R R

kuadrarik formunu invaryant birakan dénistimlerin olusturdugu grup 0(1,3) Lorentz

grubu ve determinanti 1 olan matrislerin olusturdugu grup SO(l, 3) olarak adlandirilir.

Kisaca Poincaré grubu sembol olarak

1S0(1,3) = SO(1,3) ®R*

ile gosterilir. Poincaré grubunu olusturmak icin ISO(l, 3) grubunun 1-parametrik alt

gruplari;
1 0 0 0 0] 1 0 0 0 O]
0 cost —sint 0 O 0 cost 0 -sint O

g,=|0 sint cost 0 O|, g,=0 0 1 0 O
0 O 0 10 0 sint 0 cost O
10 0 0 0 1] o 0 0 0 1]
1.0 © 0 O] [cosht 0 0 sinht O]
01 O 0 0 0O 10 0 O

gs={0 0 cost —sint 0|, gz={ 0O 01 O O
0 0 sint cost O sinht 0 O cosht 0
00 O 0 1) . 0 00 0 1]




cosht

Jo, =| Sinht

sinht

cosht

O O O O
, O O O O
o O+ O O

sinht

cosht

o
O O O O

matrisleri SO(1,3) den gelen matrisler, diger taraftan R* den gelen matrisler

=

I
O O o ok
o o o r o

=

Il
O o o o -
O o o r O

o O r»r O O
o b O O O

o O O O
o O O O

O O O ~

R O ~+ O O

o O O O B
o O O+~ O

o O O O k-
o O O +— O

o O O O
o O O O
_ O O —~+ O

o O O O
o O O O
_ ~+~ O O O

seklinde elde edilir. Bu 1-parametrik alt gruplarin tlrevlerinin parametrenin sifirdaki

degerleri

J
12 dt

_dg,, (1)

o O O o o

O O o o o

L o

o O O O

o O O

O O O o o

O O O o o

o O O o o

o O O O

o O O o o
o

O O O o o

o O

o O O O O
o b O O O
o O O o o
o O O+~ O
o O O O -

o O

o O O o o
o O O o o
o O O o o



00100
00000

dg,, (¢
‘]°2=gszt() -[1 00 0 0,
w0 {0 0 0 0 0
000 0 O
0 0 0 0 1]
00000

:dwo(t)_
= 0000 0,
= 10 0 0 0 0
0000 O
000 0 0
00000

dw, (1)
p=—=— =0 000 1)
0 {0 0 0 0 0
000 0 O

Sonug olarak:
P :Otelemeler grubunun lretecleri

J ., :Lorentz grubunun uretegleri
d,, : Minkowski uzayinin metrik matrisi

olmak Uzere

R.R]-0

I:JKV’ Pp}:i(gxppv _gvaK)

O O O O O o r»r O O O

o O O o o

O O O o o o O O O o

o O O o o

O O O o o o O O O o

o O O o o

O O O o o O O O O -

o O O o o

[30:3,, 219,30 — 9,0y, — 90,9, + 000,

Komitasyon bagintilarini saglar. (K,V =0,1,2, 3)

11



BOLUM 3

SUPERCEBIRLER

3.1 Siipercebirler

Bildigimiz gibi g Lie cebiri bir vektor uzayidir ve bu uzayda Jakobi kosulunu saglayan

antisimetrik bilineer form tanimhdir. Eger X, , j=1 2....,dim(g) elemanlari vektér

uzayinin taban elemanlariysa [.,.] ile gésterilen bilineer form ile
[Xi’xj]:ZCi?Xk (3.1)
Jakobi kosulunu

X XG0 X ]+ X0 X0 X ]+ X5 X X =0 (3.2)

saglar. $imdi X; ‘lerin vektor uzayinda operatorler oldugunu distinelim. Bu durumda

bilineer form;

[ X0 X = XX =X X, (33)

antikomutatord ile verilir. Yukaridaki X; ve X, arasindaki ¢carpim bilinen operator

carpimidir. Bu durumda Jakobi kosulunun saglandigi gosterilebilir. Bu durumda X, ile

uretilen polinomlarin cebiri U (g) olmak Uzere bu cebirde taban

XEXPL XM, i=l.,N, n=012,..

12



ile verilir. Elde edilen U (g) ‘ye g Lie cebrinin “evrensel zarf cebiri” denir. Bu U (g)

cebirini Hopf cebiri yapisi ile donatabiliriz. U (g) ‘nin Hopf cebiri yapisi;

Es-carpim : A:U (g)—>U(g)®U(g)

Antipode : S:U(g)—>U(9)

Es-birim : &:U(g)—>C

seklinde verilen es-carpim, antipod ve es-birim asagidaki formiller ile verilir:
A(X))=X; ®1+1® X,

S(X;)=-X, (3.4)

Simdi U (g) ‘yi ireten X, elemanlarina

KQ,=—QK , K?*=1 (3.5)
dim(g)

{Qa,Qﬁ}: 2. X, (3.6)
j=1

[Q.. % ]=2a%Q, (3.7)
p=1

olacak sekilde yeni Q, , @ =1,..,N ve K elemanlarini ekleyelim. Boylece X, , Q, ve
K ile Uretilen cebiri U2N (g) ile gosterilir [3]. (3.6) ve (3.7) bagintilarindaki ajﬂ ve bajﬂ
elemanlar keyfi degillerdir. Bu cebirin yani UzN(g) ‘nin birlesmeli olmasi i¢in bu
elemanlar lzerine bazi kosullar (Jakobi 6zdesligine benzeyen kosullar) koymaliyiz. {,}

antikomditator ve [,] komditator arasinda bazi 6zdeslikler tanimlamaliyiz. Bu

Ozdeslikler;

13



[ X0 {Qu QuJ+{[Q, X1, +{Q [Qu %, ]} =0 58)

X[ X5Q, ]+ Q[ X0 X ]+ X0 [Qu Xi]]=0 (3.9)

ile verilir. Ayrica verilen bu 6zdesliklerin gerceklendigi gorilebilir. Yukaridaki 6zdeslikler

a;ﬁ ve b;ﬂ katsayilari Gzerine asagidaki kosullari getirir:

[a',a’ |=cja" (3.10)
dim(g)
(bly,al, +bl,ya +bf a5 +bj al )=0 (3.12)

k=1

Ayni zamanda bu cebir tzerindeki Hopf cebiri yapisi

A(Q,)=Q, ®1+K®Q,, A(K)=K®K (3.12)
£(Q;)=0, e(K)=1 (3.13)
$(Q;)=QK , S(K)=K (3.14)

ile verilir. (3.4) formillerinin (3.1), (3.5), (3.6), (3.7) cebir yapisi ile tutarli oldugu

gosterilebilir. Boylece Hopf cebri formiilasyonunda siipercebir UZN (g) ile gosterilir.

3.2 Kesirsel (Fractional) Siipercebirler

g Lie cebirinin kiibik kékiini elde etmek icin (3,6) daki S, invaryant formu yerine S,

invaryant formu alinir. Sonug olarak,

X;, j=1.,dim(g), Q, , @a=1.,N ve K ile iretilen ve asagidaki bagintilari

saglayan
[ X0 X ]=ciX, (3.15)
{Qa’Qﬂ‘QV} - bo{ﬂyxj (3.16)
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[Q..%;]=a,,Q, (3.17)
KQ,=qQ,K , ¢’=1 , K’=1 (3.18)

bir cebir tanimlanir. Bu cebire “kesirsel siipersimetrik cebir” denir ve U (g) ile

gosterilir. Burada
Q{QQ}+Q,{Q.,Q}+Q {Q,.Q,} =bl, X,
bagintisi S, invaryant formudur.

Yukaridaki U, (g) cebirinin yapisi:

A(X;) =X, ®1+1® X, (3.19)
AQ,)=Q,®1+K®Q, , A(K)=K®K (3.20)
£(X;)=0 , £(Q)=0, &(K)=1 (3.21)

formdilleri ile verilen antipod ve es-cebir yapisi ile uyumludur.

3.3 Kesirsel (Fractional) Siiper Jakobi Ozdeslikleri

[A[B.C]]+[C,[AB]]+[B.[C.A]]=0 (3.22)
[A{B,C,D}]+{[B,A].C,D}+{B,[C,A],D}+{B,C,[D,A]} =0 (3.23)
[A{B,C,D}]+[B,{AC,D}]+[C,{B,AD}]+[D,{B,C,A}|=0 (3.24)

Ozdesliklerinin gercekten saglandigini gostermek gerekir. Bunun icin de 6nce (3.22) ile

verilen Jakobi 6zdesliginin gerceklendigini gdsterelim:
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[A[B.C]]+[C,[AB]]+[B.[C.A]]=0

Burada sadece bir parcay! acik olarak hesaplamamiz yeterli olur. Clinkl diger iki ifade

de aym sekilde hesaplanir. Birinciifadeyi alali:
[A[B.C]]=[ABC-CB]

—[ABC]-[A CB]
~[AB]C-B[C.A]-([AC]B-C[B.A]

— (AB—BA)C—B(CA— AC)—((AC-CA)B—C(BA-AB))

= ABC -BCA-ACB+CBA

benzer sekilde ikinci ifade;

[C.[A B]]=CAB—ABC—-CBA+BAC

ve Uglncl ifade de;

[ B.[C,A]]=BCA-CAB—BAC +ACB

olarak bulunur. Buldugumuz bu (¢ 6zdeslikte, yerine yazildiginda

| A[B,C]]+[C.[AB]]+[B,[C,A]]= ABC—BCA— ACB +CBA+CAB— ABC —
—CBA+BAC + BCA-CAB—-BAC+ ACB

=0

olur. Boylece (3.22) 6zdesligi gerceklenmis olur.

(3.23) 6zdesligini gosterelim:

[A{B,C,D}]+{[B.A].C,D}+{B,[C,A],D}+{B,C,[D,A]} =0

Ozdesligindeki ifadeyi alalim. (3.21) bagintisini kullanarak
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[A{B,C,D}|=[ AB{C,D}+C{B,D}+D{B,C}]

elde edilir ve komutator bagintisinin lineerlik 6zelliginden;

[AB{C,D}]|+[AC{B,D}|+[ A D{B,C}|=[AB]{C.D}-B[{C,D},A]+
+[AC]{B,D}-C[{B,D},A|+[A D]{B,C}-D[{B,C},A]

ve benzer sekilde ikinci ifade;

{[B.A].C,D}=[B,A]{C,D}+C{[B, A],D}+D{[B,A],C}

ve Uglincl ifade;

{B,[C,A],D}=B{[C,A],D}+[C,A]{B,D}+D{B,[C, Al}

ve dordinci ifade de;

{B,C,[D,A]}=B{C,[D,A]}+C{B,[D, A} +[ D, A]{B,C}

bulunur. Elde edilen sonuglar yerine yazilir, komitator ve antikomitator bagintilari

kullanilirsa;
[A{B,C,D}]+{[B.A].C,D}+{B,[C,A],D}+{B,C,[D,A]} =

= ABCD — BCDA+ ABDC — BDCA+ ACBD —CBDA+ ACDB —CDBA+
+ADBC — DBCA+ ADCB — DCBA -+ BACD — BADC — ABCD — ABDC +
+CBAD — CABD +CDBA—CDAB + DBAC — DABC + DCBA— DCAB +
+BCAD — BACD + BDCA— BDAC + CABD + CADB — ACBD — ACDB +
+DBCA— DBAC + DCAB — DACB + BCDA— BCAD + BDAC — BADC +
+CBDA—CBAD +CDAB — CADB + DABC + DACB — ADBC — ADCB

=0
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bulunur. Kesirsel stiper jakobi 6zdegligi saglanmis olur.
(3.24) 6zdegsliginin saglandigini gosterelim;

[A{B,C,D}]+[B,{AC,D}]|+[C,{B,A D} ]+ D,{B,C,A}|=0

Ozdesliginin ilk ifadesini alahm ve sirasiyla (3.21) bagintisi ve lineerlik 6zelliginden

faydalanarak;

[A{B,C,D}]|=[ A B{C,D}+C{B,D}+D{B,C}]

=[AB{C,D}]+[ AC{B,D}|+[AD{B,C}]
=[AB]{C,D}-B[{C,D},A]+[AC]{B,D}-C[{B,D,A} |+[A D]{B,C}-D[{B,C},A]
bulunur. Benzer sekilde ikinci ifade;

[B.{AC.D}]-

=[B,A]{C,D}-A[{C,D},B]+[B,C]{A D}-C[{A D}, B]+[B,D]{A,C}-D[{AC},B]
Ucglincu ifade;

[C.{B,AD}]-

=[C.B]{A D}-B[{AD},C]+[C,A]{B,D}-A[{B,D},C]+[C,D]{B,A}-D[{B,A},C]
ve dordiinci ifade de;

[D.{B.C.A}]-

=[D,BJ{C,A}-B[{C,A},D]+[D,C]{B,A}-C[{B,A},D]+[D,A]{B,C} -A[{B,C},D]|

18



bulunur. Bulunan bu sonuglar 6zdeslikte yerine yazildiginda 6zdegligin saglandigi

goralur. Simdi (3.22) 6zdesliginde

A=X, , B=X. , C=Q, (3.25)

]

degerleri yerine yazildiginda
X[ Q ]+ QX0 X T+ [ X [Qu X 1] =
olur. (3.15) ve (3.17) bagintilarini kullanarak;

I:Xi’_an‘YQ7:|+[Qa'Ci|;Xk]+|:Xj|a;}/Qy:|:0
-al [ X,.Q, ]+¢i[Q,. X, ]+a, [ X,,.Q,]=0

ve yine (3.15) komitatorin antisimetrik 6zelliginden

-a,, ( a,,Q; ) +Cj (aZﬁQﬂ ) +ay, (_ayjﬁQﬁ ) =0

i _ 4l i
(aayayﬁ a,, 7/3)Qﬁ ( i aﬁ)Qﬂ

ve toplami y = o (zerinden alirsak;

N _ dim(g)
Z(amac‘,ﬂ—a;o, al,)= kZ:; clay, (3.26)

N
elde ederiz. Bu bagintiyi (3.15) ile karsilastirdigimizda a’ = (a‘ ) s NxN lik
matrisleri ile verilen Lie cebrinin N —boyutlu temsilini tanimlar.
(3.23) 6zdesliginde

A=X, , B=Q, , C=Q, , D=Q (3.27)
degerleri yerine yazildiginda

[ %0 {Q Qs Q) [+{[Q X 1.9 Q } +{Qu [ Q40 X ] Q | +{Q.. Q4. [ Q. X, ]} =0

(3.21) ve (3.17) bagintilari ile komutator 6zelliginden faydalanarak
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I:xk’bcj;ﬂ}/xji|+{azo'Qo"Qﬂ’Q}/}+{Q{Z7a;o'Qo"Q}/}+{Qa7Qﬂ’a;gQg} :O

bj

i k j k j K i
0, Cg Ko +8,,00,, X +ag bl X, +a bl X, =0

aoc ~ofly Bo " aocy yo~afic N j

gerekli diizenlemeyi yaparsak

N . . . dim(g)

Z;(azab;ﬂy+a;abm+a;gbgﬂa)= > clbl, (3.28)
o= j=1

bagintisi bulunur.

(3.24) 6zdesliginde

A=Q, , B=Q, , C=Q, , D=Q, (3.29)

degerleri yerine yazildiginda

Q{0 Q ]+ Q{0 Q]+ {0 Q[+ @{Qu Qs 0, =0

yukaridaki 6zdeslikte (3.16) bagintisini kullanarak

[Q,.b), X, |+[Q,.bL, X |+ Q,.bl, X |+ Q,. b1, X ] =0
bl [ Q.. X; |+01, [ Q.. X [+b, [ Q, X |+b),[Q,. X |=0

bl al Q +bl al Q +b) al Q +b). alQ =0

afy ~or ofy “ar aoy = pr affic "yt

yukaridaki bagintiy1 diizenlersek

dim(g)
(bk a* +b* ak +b* a* +bk a ):0 (3.30)

affly "ot oaff "yt yoa Bt Pyo ar
k=1

bagintisini elde ederiz.
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3.4 UZ(is0(L1)) Cebiri
iso(l,l) cebirinin Uretegleri igin kullanilan geleneksel gdsterim yerine

P =X

+ 1 4

P=X, ve H=X,

gosterimini kullanarak bu cebirin komitasyon bagintilari

[Xp X ]=X, , [X0Xs]==X, ,  [X.X,]=0

ile verilir [5].
Bu cebirin sifirdan farkli yapi sabitleri ¢;, =1 ve ¢, =-1 dir. (3.26) bagintisina gére
verilen N icin a’ :{a;ﬁ} matrisi is0(11) ‘in keyfi N — boyutlu temsili olmak tzere

bu temsil tarafindan simetrik b),

yap! sabitleri (3.28) ve (3.30) denklemlerinin
¢ozimleri bu temsil ile tamamen belirlenir. Burada n=3 ‘te (q3 :1) ve N =2igin

iso(l,l)’in kesirsel (fractional) stiper genellemesi icin matris temsilleri

0 01 0 01 010
al={0 0 -1| , a®={0 0 1|, a®=|1 00
0 0 O 0 0O 0 0O

olmak Uzere

2

3113:1 , a;3:_l ) a13:1 ) a23:1 ) afzzl ) agl:].

degerlerini (3.30) denkleminde yerine koydugumuzda ve (3.28) denklemini de

kullanarak

iy, =—bj;, =30y, =30},
b3z, =155, =303, =305,
biy, =—bL,,

by}, = b,
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bulunur. Diger bitiin bo‘;ﬁy ler sifirdir.

Yukaridaki esitlikleri dizenleyerek

b2, =1 ve b),, =1 sectigimizde diger biitin b, sifiriken
b1111 = 3b1112 = 3b1212 = _b1211

bgzz = b2222 = 3b1122 = _3b1222

b1112 = _bllzz

b1212 = b1222

dir. Diger biitlin bagintilar sifir olmak tzere

[Ql’xl]:0 ’ [Q21X1]20 ’ [Ql’xs]:Qz

[Ql,X2]=O ’ [Qz'XZ]:O ’ [QZ’XS]:QI

{Ql’Ql'Ql}:_X1+X2 , {Ql'QlfQZ}Z_%Xl_%XZ
{Qlez’Qz}:X1+X2 ’ {Ql'QZ'QZ}zéxl_%XZ

Fractional (kesirsel) siipercebiri elde ederiz.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

[3] makalesindeki cebirsel yaklasimi kullanarak elde ettigimiz iki boyutlu kesirsel

sipersimetrik Poincaré cebirinin, farkh yontemlerle elde edilen [7], [8] makaleleri ile

tutarh oldugunu gordik. Elde edilen U;(iso(l,l)) cebirine karsilik gelen kesirsel

(Fractional) stipersimetrik Poincaré grubu acik bir problemdir.
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EK-A

A-1 Lie Grubu
G bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Eger

GxG G
(X,y) > Xy

- islemi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (G,~) ikilisine bir “grup” denir.

i.VX,y,2eG igin (xy).z=x(y.2)

ii. VX € G igin eX=X. olacak sekilde G de bir tek € birim elemani vardir.
iii. VX € G igin XX = XX olacak sekilde G de bir tek X inversi vardir.
(G,.) bir grup olsun. G grubu ™" islemine gore degismeli ise, yani VX,yeG igin
X.y =Yy.X saglaniyorsa G ye “degismeli grup” denir.
Bir M diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger asagidaki
dzellikler saglanirsa (M, G) ikilisine bir “Lie Grubu” denir.
M nin noktalart G nin elemanlariile ¢akisir.

o;:GxG -G

(a.b) b donlsumi diferansiyellenebilirdir.
a,n)—a
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A-2 Lie Cebiri

V' bir K cismi tizerinde vektér uzayi olsun. [,]:V xV -V dénisimii de
i. Bilineer
i. vX,y eV icin [x,y]=—[y,x]
iii. VX, Y,z €V igin [x,[y, z]:|+[y,[z, x]:|+[z,[x, y]:| =0 Jakobi Ozdegsligi
ozelliklerini sagliyorsa V ye “Lie cebiri” denir.

A-3 Evrensel Zarf Cebiri

g Lie cebrinin evrensel zarf cebri, U (g) birimli bir cebir oldugunda
e:g—>U(9)

Bir donlstimdiir; éyle ki

1)e bir g cebri homomorfizmasidir. Yani; lineerdir ve
e[x,y]=e(x)e(y)-e(y)e(x)

dir.
2) Eger A herhangi bir birimli birlesmeli cebir ve «:g — A herhangi bir Lie cebiri

homomorfizmasi ise, birlesmeli cebirin tek ¢ homomorfizmasi vardir dyle ki
a=goe

dir.

Aciktir ki, eger U (g) varsa tektir. Bdylece, g ‘nin evrensel cebrinden bahsedebiliriz.

Bunu evrensel zarf cebri olarak adlandirinz. U (g) seklinde gosteriririz.
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A-4 1-Parametrik Alt Grup

(G,*) bir grup olsun.

f:(R,+)—(G,*) dénisimii Vt,,t, eR igin,

Fltort)=f(t)*f(t)
ise f(R) ‘ye G ‘nin “1-parametreli alt grubu” denir. (Saatinger and Weaver,1993.)
G Lie grubu tizerinde bir g =g(7)(a<z<b) egrisi,

i.g(0)=e

i.g(n+7,)=09(%)9(7,)

-1

iii. g(-7)=9(7)

kosullarini saglarsa bu egriye G Lie grubunun “l1-parametreli alt grubu” denir.
(Avramidi,2000.)

A-5 Hopf Cebiri

A(G), G Lie grubu tizerindeki fonksiyonlarin kiimesi olsun. A(G) ‘de m ¢arpimi;

formiilleri ile tanimlanir. Bu c¢arpim birlesime (assosiyetiv) ve degisime (komutatif)

ozelliklerine sahiptir. Eger f, ve f, fonksiyonlari sirekli ise f,f, de sureklidir.
Boylece A(G) cebiri, G Lie grubu tGzerindeki strekli fonksiyonlarin 1 birimli birlegsmeli

cebiridir.
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G ‘nin grup yapisi bizi A(G) Uzerindeki diger islemlere gotirir. Bunlar;
Es-carpim : A1 A(G) —> A(GxG)

Es-birim  : £:A(G) >«

Antipode : S:A(G)— A(G)

v9,,9, €G igin (Af)(9,9,)=f(9,9,)

eeG olmakiizere £f (g)=f(e)

ve Vg eG icin Sf (g)="f(g™)

formdulleri ile hesaplanir.

A(G) uzerindeki arpim ve es-carpim tensor ¢arpimi anlamindadir. Yani, eger A(G) ,

G uzerindeki polinomlarin cebiriise A(G®G)=A(G)®A(G) dir.
A(G)®A(G) ‘nin elemanlari D" f,(g)® f,(g) sonlu lineer birlesimidir.
m: A(G)®A(G) ‘de carpim;

(f,® fz)(fl'® fz'): ff ®f,f, ve 1®1 ile birim elemani tanimlanir. Bu durumda

A(G) Uzerindeki m carpimi; A(G)@A(G) ‘den A(G) ‘ve bir homomorfizmadir.
m[ Y fi(9)®f (9)]=3, fi(9)®f(q)

A:A(G) - A(G)®A(G)

A(f(g))=2. fi(g)®f (9)

Kolayca gosterilebilir ki, A , ¢ , S; A(G) cebirinin homomorfizmalaridir. Grup
Ozellikleri A , € ve S homomorfizmalarinin bazi 6zelliklerine gotiirtir. Kisacasi;

(0.9,)9;=9,(9,9;) grup islemlerinin assosivetifligi; f[(9,9,)9,]=f[0,(9,9,)]

saglar. Bu bagintinin sol kenari es-carpim ile,
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f[(0.9,)9: | =((A®id)oAf )(9,9,95)
ve sag kenari da

f[(9.9.)9, | =((id ®A)° Af )(9,9,05)

formunda temsil edilir.
Burada id : A(G) — A(G) birim eslemedir. Bdylece es-carpim,

(A®id)oA=(id®A)-A

esitligini saglar. Her g € G igin eg =ge=g oldugundan
f(eg)="f(ge)=f(g)

dir. Bu ozellik ko-birimin asagidaki 6zelligini saglar.

(¢®id)oA=(id ®z)oA=id

her geG icin gg' =g g =e dir.

f(g9™)=f(g7g)=f(e) ‘den,
[(S@id)oAf](glgz)z f (gl‘lgz) ‘den,

mo[((S ®id ) o Af )(glgz)} =f(e)
ayni sekilde
mo[((id ®S)oAf )(glgz)] = f (e)

f(c)=¢(f)1 oldugundan,

mo[(S®id)eA]=mo[(id®S)oA]=1s
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A(G) cebiri yukaridaki ézellikleri sagliyorsa bu bir Hopf cebiridir. Eger, G komdtatif

(degismeli) degilse, A(G) de komutatif olmayan Hopf cebiridir. Kaba bir sekilde

soylenebilir ki, herhangi bir Hopf cebiri grup manifoldu Uzerindeki smooth

fonksiyonlarin cebirine izomorftur.
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